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Aufgabe 1. Sei p ≥ 2. Zeigen Sie, dass Zp genau dann ein Körper ist, wenn p prim ist.

Aufgabe 2. Sei K ein Körper.

(1) Zeigen Sie durch vollständige Induktion nach grad g, dass zu g, h ∈ K[x]\{0} Polynome
r, s ∈ K[x] existieren, so dass g = s · h + r und grad r < grad h.

(2) Zeigen Sie, dass die Zerlegung aus a) eindeutig ist.
(3) Folgern Sie, dass K[x] ein Euklidischer Ring ist.
(4) Bestimmen Sie einen ggT von x4 + x3 + x2 + 1 und x3 + x2 + x + 1 in Z2[x].

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass der Ring Z[i] der ganzen Gauß’schen Zahl mit der Abbildung
g(a + ib) := ||a + ib||2 = a2 + b2 Euklidisch ist.

Hinweis: Zeigen Sie, dass zu jedem z ∈ C ein δ ∈ Z[i] mit ||z − δ||2 ≤ 1

2
< 1 existiert.

Aufgabe 4. Ganze Gauß’sche Zahlen. Zeigen Sie, dass Z[i] := {a + bi : a, b ∈ Z} mit i2 = −1
ein kommutativer Ring mit Einselement ist und dass genau vier Elemente von Z[i] ein multipli-
katives Inverses besitzen. Ist Z[i] ein Integritätsbereich?
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